ANALYSE II (Analyse réelle) automne 2014-2015

EXERCICES POUR LA SEANCE DU MARDI 16.09.2014

Révision de I’analyse de premiére année.
(1) Soit f: [a,b] — [a,b] une fonction continue. Montrer que f posséde au moins un point fixe.
Indication : considérer la fonction g(x) = f(x) — .
(2) On considere les sous-ensembles suivants de R? :
A={(z,y) eR’|0<z+y <1},
B = {(z,y) € R?*| max(|z|,|y|) <3},
C={(z,y) €R’| (2" + )" — 22% + 29 = 0},
D={(v,y) €ER*|y=0, z€{l/n| n€Z>}}
Quels ensembles sont-ils ouverts, fermés, bornés, compacts?

(3) La fonction Gamma d’Fuler est définie pour tout nombre réelle x strictement positive par
I’'intégrale

oo
I‘(x):/ t*te~tdt.
0
Démontrer que

I(z) = ch/ els=eDz g
(4) La fonction Béta d’Euler est définie pour tous nombres réelles = et y strictement positives par
I’intégrale
1
B(z,9) :/ t* (1 — )Y Ldt.
0
Démontrer qu’elle est liée a la fonction Gamma d’Euler par la relation
['(z)I(y)
B(x,y) = =———=.
@3) I'(z+y)
(5) Pour a,by,bs, c € R considérons 1’équation
a(x? + y?) + 2012 + 2byy + ¢ = 0.

Montrer que cette équation représente un cercle dans R? si a # 0 et b + b3 > ac. Discuter le cas
a = 0. Que se passe-t-il si b? + b3 < ac?
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Calcul des normes. Un R-espace vectoriel F est dit normé lorsqu’il est muni d’une norme, c’est-a-dire
d’une application |.||: F — R satisfaisant les hypothéses suivantes :

séparation: : Vz € E, ||z|| =0= 2z =0;

homogénéité: : V(A z) e R x E, || Az|| = |\|||z];

sous-additivité: : V(x,y) € B2, ||z +y| < ||z]| + |ly]|-

(1) (2p) Soit N: R? — R I’application donnée par

N(z) = /2?3 — x122 + 423

(a) Montrer que N(z) définit une norme sur R2.
(b) Trouver deux nombres réels positifs ¢; et ¢g tels que

N@er < o] < aN(@), Vo e R,
ol ||z|| ;== y/2? + x2 est la norme euclidienne de x.

(2) (1p) Soit ||z|| := \/>_i—;2? la norme euclidienne de z € R™. Montrer lidentité du par-
allélogramme :
lz+ )1+l = yl* = 2]z + 2lly*.

Indication. Utilizer 'égalité ||z|| = \/{x, z), ou (x,y) est le produit scalaire dans R™.
(3) (2p) Soit f: [0,1] — R une fonction continue. On définit la norme co (appelée aussi la norme
uniforme) de f :

[flloo = max [f(#)],

te[0,1]
et pour p > 1, on definit aussi la norme p de f :

o= ([ If(t)l”dt)l/p.

(a) Pour p € {1,2, 00}, calculer la norme p des fonctions suivantes :
(i) fn(t) =t",n=>0;
(i) gn(t) =t" —t* n > 0;
(iii) pour n > 1,

o (£) = Vr(l—=nt) si0<t<1/n,
n 0 sil/n<t<1.
(b) Pour p € {1,2, 00}, calculer les limites des suites (|| fnlp)n>0s (|9nllp)n>0s (1Pnllp)n>1-
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés.

(1) (4p) Soit PJ0,1] le sous-espace vectoriel de V'espace C([0,1];R) des fonctions continues sur le
segment unité donné par les fonctions polynomiales, c’est-a-dire les fonctions de la forme f(t) =
Yo ait'-

(a) Montrer que

n
E aitZ
=0

n
=2 _lai
i=0

définit une norme sur P[0, 1].

(b) Montrer que ||f|lcc < || f|l« pour tout f € P[0, 1].
(c) Calculer les normes || fr ||« et || fn]lco pour les polynémes f,(¢t) =¢"(1 —¢)", n=0,1,2,...
(d) Montrer que pour tout k € R il existe f € P[0,1] tel que ||f|l« > k| fllco-

(2) (1p) Soit (X, d) un espace métrique. Montrer qu’une boule ouverte B(z,r) est un ouvert.

(3) (1p) Soient a et b deux nombres réels. Montrer que ’ensemble

A={feC(0,1;R) [ a < f(t) <b, Vt €[0,1]}
est un ouvert de l'espace (C([0,1];R), ||.|lc0)-
(4) (1p) Pour p € {1,2}, démontrer qu’il existe un nombre ¢, € Rx¢ tel que

£l < cpllflloe, V€ C([a,b];R)
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés.

(1) (2p) Démontrer que I'ensemble 74 des ouverts d’un espace métriques (X, d) est une topologie sur

X, c’est-a-dire que les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

(a) 0,X € 7y;
(b) Pour tout a C 74, on a (UyeaU) € 74;

(¢) Pour tout sous-ensemble fini {Uy,...,U,} C 7q, on a (N7, U;) € 74.

(2) (2p) Soient d et dy deux distances équivalentes sur un ensemble X. D’émontrer que les topologies

induites par d; et ds coincident : 74, = 74,.-
(3) (2p) La suite {f,}n>0 dans (C([0,1];R), ||.||«), converge-t-elle si

(a) fo(t) =t" —tn+L?

(b) fn(t) =t" —t* 2
(4) (2p) On définit une suite dans lespace vectoriel normé (C([—1,1];R), ||.|l1) par

t : 1

= sl > =
t)y=2< M " Vn € Zso.
fn() { nt si |t‘ S%, n >0

D’émontrer que cette suite est une suite de Cauchy qui ne converge pas.
(5) (2p) Montrer a I'aide de countre-exemple que 1’espace vectoriel C([0,1];R) avec la norme |.|2
n’est pas complet.
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés. Une application entre deux espaces métriques
f: X = Y est dite continue en a € X si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que dy (f(x), f(a)) < €
si dx(z,a) < d. Une telle application est dite continue si elle est continue en tout point.

(1) (1p) D’émontrer qu'une application entre deux espaces métriques f: X — Y est continue si et
seulement si pour tout ouvert U de Y I'image réciproque f~!(U) est un ouvert de X.
(2) (2p) Démontrer que pour un ensemble arbitraire A, 'ensemble

B(A)={f: A= R|3IMER, |f(a)] < M Va € A}

avec || fllooc = Supgea |f(a)|, est un espace vectoriel normé complet.
(3) (2p) Montrer que dans un espace vectoriel normé 'adhérence d’une boule ouverte B(a,r) =
{z | ||l —a]| <} est V'ensemble {z | ||z — al| < r}.

Trouvez un sous-ensemble X de R tel que, si 'on le munit de la distance induite par la
valeur absolue, I'affirmation analogue est fausse, c’est-a-dire qu’il existe a € X et r > 0 tels que
ladhérence de B(a,r) n’est pas 'ensemble {z | ||x — a| < r}

Indication. Essayer satisfaire la condition que 'adhérence de B(a,r) est B(a,r).

(4) (1p) Soit F' C R un sous-ensemble fermé. Montrer que 'ensemble

C(la,0]; F) = {f € C([a,b; R) | f([a,0]) C F}

muni de la distance induite par la norme uniforme est un espace métrique complet.
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés. Un complété d’un espace métrique X est un espace
métrique complet X avec une isométrie i: X — X tels que i(X) est dense dans X.

Soient X, Y deux espaces métriques. Une application f: X — Y est dite uniformément continue si
pour tout € > 0 in existe § > 0 tel que dy (f(z), f(y)) < € si dx(z,y) < J.

(1)

(5)

(1p) Soient X, Y deux espaces métriques et f: X — Y une application uniformément continue.
Montrer que pour toute suite de Cauchy (z,,)n>1 C X, la suite (f(xn))n>1 C Y est aussi une
suite de Cauchy.

(1p) Soit X un complété d’un espace métrique X. Soit f : X — Y une application uniformément
continue qui prolonge une isométrie f: X — Y. Montrer que f est une isométrie.

(1p) Soient (zn)n>1, (Yn)n>1, (#n)n>1 trois suites de Cauchy dans un espace métrique (X, d).
Montrer que lim,— o0 d(2p, 2n) = imy, 00 d(Yn, 2n) i limy, 00 d(2p, yn) = 0.

(2p) Démontrer que deux suites (f,)n>1 €t (gn)n>1 dans 'espace vectoriel normé (C([0, 1], R), ||.||1)
définies par

n io<t< 1
IAOES S NS S AL
I—(2t—-1)", sigz<t<1,
et
0, si0<t<
gn(t) =< 2nt—n+1, si”T;lgtS%,
1, si 2 <t<1,

sont des suites de Cauchy et qu’elles sont dans la méme classe d’équivalence du complété de
I’espace métrique correspondant.

(2p) Construire le complété de la droite réelle R avec la distance

d(z,y) = | arctan(x) — arctan(y)|.
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés. Un espace métrique X est dit compact si toute suite
(»Tn)nzl dans X contient une sous-suite convergente.

(1) (1p) Soit f: X — X une application contractante d’un espace métrique Xavec la distance d.
Soit d’ une autre distance sur X équivalente & d. Montrer qu’il existe N € Z¢ tel que fV est
contractante par rapport a la distance d’.

(2) (3p) Pour A € R, on associe 'application

fr:14/3,3/2] = R, falz) =2 — A(e® - 2).
(a) Déterminer lintervalle maximal [0, L] tel que fx([4/3,3/2]) C [4/3,3/2] pour tout A € [0, L].
(b) Quel est le choix optimal pour A € [0,L] qui correspond & la constante de contraction
minimale pour 'application fy: [4/3,3/2] — [4/3,3/2] ?
(3) (2p) Pour a € R, soit f,: R — R I'application définie par
1
fa(z) = az® + 3’
et soit ’ensemble
A={aeR] fu([0,1]) C [0,1]}.
Déterminer le sous-ensemble B C A tel que pour a € B, f, est une application contractante du
segment [0,1]. Pour a € B, déterminer la valeur minimale de la constante de contraction et le
point fixe de f,.
(4) (1p) Soit K : [a,b]> — R une application continue. Démontrer que pour toute application continue
f:]a,b] = R, application g: [a,b] — R définie par

b
olt) = / K (t,5)f(s) ds

est aussi continue.
Indication. Utiliser le théoreme de Heine : toute application continue entre deux espaces
métriques f: X — Y est uniformément continue si X est compact.
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés.

(1) (2p) On considere la fonction f : [0, 1] — R satisfaisant ’équation intégrale
1
fx)= x+>\/ (x —t)f()dt, Vvtel0,1], XeR.
0

(a) Déterminer l'ensemble W des A € R pour que 1’équation ci-dessus possede une unique solu-
tion.
(b) Pour A € W, déterminer cette fonction f.
(2) (2p) Soit A: R? — R? ’application linéaire ayant pour matrice :

1 10)
A:(2
0 3

On munit R? de la norme ||(z,y)||cc = max{|z|,|y|}. Montrer que A n’est pas contractante.
Trouver N tel que AV soit contractante.

(3) (4p) Soit a € C([0,1],R) telle que |a(0)] < 1 et |a(l)] < 1. Soit 8 € R tel que 8 > 0 et B # 1.
Montrer que pour toute fonction b € C([0,1],R), I'équation f(t) = a(t)f(t?) + b(t) posséde une
unique solution dans C([0, 1], R).

Indication : Considerer une application dont une N-ieéme itérée soit contractante.

(4) (1p) Soient K: [a,b]> — R et c: [a,b] — R deux fonctions continues. A toute fonction continue

g: [a,b] — R, on associe la fonction

T(9): [a.b] 5 R, T(g)(t) = e(t) + / K (t, 5)g(s)ds.

Démontrer que T'(g) est continue sur [a, b].
(5) (2p) Trouver la solution de ’équation intégrale :

@)=z / “@ -0 (t)dt

par itérations successives, en partant de la fonction fo(z) = 0.
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés.

Un codage ISF de A € K(R™) est un system d’applications contractantes {f;: R" — R"}¥ | tel
que A est 'unique point fixe de l'application contractante K(f1,..., fr): L(R™) — K(R™) définie par
K(f1,---, fr)(B) =UkE_ fi(B), VB € K(R").

L’application w?: R™ — R™ est la homothétie de centre a € R” et de rapport 6 :

() =0(x —a) +a, xR

(1) (3p) Trouver la distance de Hausdorff entre A et B :
(a) A=5((0,1),1), B=5((0,—-3),3) ou

S((a,b),r) = {(z,y) € R®*| (z —a)® + (y = b)* =%}

2 2
B:{(x,y)eR? x2(1+i) +y2(1—21n) =1}, n € Zso
(c) A= fm(]0,1]) C R, B = f"([0,1]), ot m,n € Zxq et

f=Kwy®,wl?): KR) = KR), f(A) =wy*(4) Uwy>(A).

(2) (2p) Le “tapis de Sierpinski” T'S C R? est défini en répétant indéfiniment le procédé suivant :
on part d’un carré de sommets A, B, C, D dans le plan. On le partage en 9 carrés égaux, de coté
égal au tiers du coté du carré de départ, on enleve le carré du milieu. Puis on recommence avec
les 8 carrés restants, et ainsi de suite. Trouvez un codage ISF pour T'S.

(3) (2p) Soit D C R? défini en répétant indéfiniment le procédé suivant : on part d’un segment AB
dans le plan, et on construit le triangle isocele A(ABC) ayant AB pour base et un angle droit
au sommet C'; puis on recommence avec AC et C'B, et ainsi de suite. Trouvez un codage ISF
pour D en utilisant deux transformations affines contractantes f1 et fs.

w
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Espaces métriques, espaces vectoriels normés.

L’application w?: R™ — R™ est la homothétie de centre a € R” et de rapport 6 :

wl(z) =0(x —a) +a, z€R"

(1) (2p) L’ensemble de Cantor asymétrique C, est defini comme le point fixe de ’application
K(wy?,wi’™): KR) = K(R), A = wy/>(A) Uwy/*(A).
Calculer la dimension de Hausdorff de C,,.

(2) (2p) Calculez la dimension de Hausdorff du “tapis de Sierpinski” T'S C R? défini en répétant
indéfiniment le procédé suivant : on part d’un carré de sommets A, B, C, D dans le plan. On le
partage en 9 carrés égaux, de coté égal au tiers du coté du carré de départ, on enleve le carré du
milieu. Puis on recommence avec les 8 carrés restants, et ainsi de suite.

(3) (2p) Calculez la dimension de Hausdorff de 'ensemble D C R? défini en répétant indéfiniment
le procédé suivant : on part d’un segment AB dans le plan, et on construit le triangle isocele

A(ABC) ayant AB pour base et un angle droit au sommet C; puis on recommence avec AC et
CB, et ainsi de suite.

(4) (2p) Démontrer que I'application
A5 C(0,1:R) > R, Af = f(1/2)

n’est pas continue par rapport & la norme |.||2.
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Espaces vectoriels normés, opérateurs linéaires bornés.

(1) (2p) Soit E un espace de Banach. Soit A € L(E) tel que ||A™|| < 1 pour un m € Zso. Démontrer
que idg —A est inversible dans L(FE).
(2) (2p) Soit F l'espace de Banach (C([0,1];R),||.||cc). Soit V: E — E l'opérateur linéaire défini par

(VI)(t) = / £(s)ds.

Montrer que pour tout A € Ry, l'opérateur Aidg —V est inversible dans L(E) ?
(3) (2p) Soit E = (C([0,1];R),||-|cc) et s0it A € L(E) défini par

1
(Af)(t) = f(t) + / e+ £(5)ds.

0
Démontrer que A est inversible dans L(E) et calculer son inverse.
(4) (2p) Pour tout espace de Banach F, démontrer que les séries

eXpE(X) = Z HX s ShCE(X) = Z WX2
n=0 n=0 :

définissent des applications expg, sheg: L(E) — L(E).

(5) (1p) Soit (E,|.]|) 'espace des matrices n x n avec la norme induite par une norme sur R™.
Considérons 'application linéaire [: E — E donnée par [(H) = XoH + HXj, ou Xp est une
matrice fixée. Calculer la norme de .

(6) (1p) On définit deux opérateurs linéares

L,R: L(E) = L(L(E))
o (LX)H = XH, (RX)H = HX, VH,X € L(E).
Démontrer que L, R € L(L(FE), L(L(E))) et que pour tout X € L(E), on a
(LX)(RX) = (RX)(LX),
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Calcul différentiel dans les espaces vectoriels normés.

(1) Soient E un espace de Banach et A € L(F). Calculer la dérivée de 'application f: GL(E) —
L(E) donnée par

(a) (1p)

f(X)=X2AX3,
(b) (1p)

F(X) = X?AX,
(c) (1p)

f(X)=X", neL
(2) (2p) Calculer la dérivée de la fonction f: GL(R™) — £L(R™) donnée par
FX) = (x"X)7"
(3) (3p) Pour tout espace de Banach F, on associe les applications
expg, sheg: L(E) — L(E)

données par les séries suivantes :

— 1 n - 1 n
eXpE(X):ZEX 5 ShCE(X):ZmX2 .
n=0 n=0 ’

Démontrer que
expp(2X) = expyp) (LX + RX)sheg(py (LX — RX).

ou les opérateurs linéaires
L, R: L(E) = L(L(E))
sont définis par
(LX)H=XH, (RX)H=HX, VH,X € L(E).
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Calcul différentiel dans les espaces vectoriels normés.

(1)

(2p) Soit f: [a,b] — R une application continue et qui est différentiable sur l’ensemble D =
la,b[\V, o V' Cla, b est un sous-ensemble fini. Démontrer ou donner des contre-exemples aux
affirmations suivantes :
(a) il existe un € € D tel que f(b) — f(a) = f'(£)(b— a);
(b) on a l'estimation |f(b) — f(a)| < sup,cplf'(t)|(b—a).
(1p) Soient E, F deux espaces vectoriels normés, U C E un ouvert convexe', f: U — F une
application différentiable telle que la dérivée f': U — L(FE,F) est une application constante.
Montrer que f est la somme d’une application constante et d’'une application linéaire continue.
(2p) Soient E, F deux espaces vectoriels normés, U C E un ouvert connexe et f: U — F une
application qui satisfait I'inégalité

I1f(x) = fW)ll < Cllz —yl?, Va,yeU, CeRxo.
Montrer que f est constante sur U.
(2p) Soient E, F,G des espaces vectoriels normés, f: F — F, g: F — G des applications deux
fois différentiables. Calculer (go f)"(z).
(1p) Calculer la deuxiéme dérivée de f: R? — R3 donnée par

f(x) = (23 + 2123, €™ 72 cos(xy29)).

(2p) Soient E un espace de Banach et f: £(E) — L(E) l'application donnée par f(X) = X3.
Calculer f"”(X).

1On dit qu’un sous-ensemble D d’un espace vectoriel est conveze si, quels que soient a,b € D, le segment [a,b] =
{(1 —t)a+tb| t € [0,1]} est dans D.
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Calcul différentiel dans les espaces vectoriels normés.

(1) (1p) Soient E un espace de Banach et f: £(E) — L(FE) I'application donnée par f(X) = X3.
Calculer f"'(X).

(2) (2p) Soient E, F deux espaces vectoriels normés, f: E — F une application différentiable telle
que la dérivée f': E — L(E, F) est une application linéaire continue. Montrer qu’il existe une
application bilinéaire symétrique bornée B: E x E — F et un vecteur v € F' tels que

f(z) =B(z,z)+v, Vzxe€kE.
Indication. Pour un y € E fixé, considerer 'application g,: £ — F définie par g,(z) = f(z +

y) = f(z).
(3) (3p) Considérons la fonction f: R? — R donnée par

2
y— T syl >
f(%y):{ vl

%—y si |y| < 22,

Montrer que
(a) f est partout différentiable.
(b) f n’est pas strictement différentiable & 'origine.
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