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Analyse Complexe 2014 - 2015

Série d’exercices 4

Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a : Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.

Ciobotaru@unige.ch . Les questions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont a rendre dans le

casier de votre assistant (a la section de maths) avant le vendredi 18h. Pour les physiciens qui ne

savent pas ou c’est, vous pouvez soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit

Penvoyer par mail.

1.

2.

Démonter que
N

n;Ne B sin(z/2)
Soit )
P.(0) 1—r

~ 1—2rcosf + 12

avec 0 <r < 1.

a) Veérifier que quand r — 1 la fonction P, () forme une suite de Dirac
(avec r — 1 au lieu de n — o).

Indication : Poser z = re’, puis calculer Re }J_rj
cice 6 de la serie 8 pour calculer l’integrale.
b) Soit f une fonction entiere et 9D le bord du disque unité orienté
positivement. Rappelons la formule de Cauchy :

f(z)= 1 de.

21 Jop w— 2

Ensuite utiliser ’exer-

Si on ecrit F(f) = f(¢*?), alors démontrer que

f(re'®) = %F * P.(9).

¢) Soit ¢ : D — C une fonction continue, et posons T(#) = t(e?). Montrer que
u(r,0) = =T x P,(0) est I'unique fonction harmonique sur D qui coincide avec
T sur OD.
Indication : Pour prouver l'existance, se rappeler du lien entre les fonctions
harmoniques et les fonctions holomorphes. Pour I'unicité, utiliser le principe du
maximum.

Soit R > 0 et f une fonction holomorphe dans un voisinage de D(0,R) =
{# ] |z| < R} avec f(z) #0si z=0ousi|z| = R.



Le but de l’exercice est de montrer que si z;---2zy sont les zeros de f dans
D(0, R), alors

log | f(0 |_Zl @+—/ log | f(Re'0)|d6.

(a) Ecrire f comme un produ1t de polynomes de degrés 1 et d’une
fonction g qui ne s’annule pas dans un voisinage de D(0, R).
Indication : Si une fonction holomorphe s’annule en z; , utiliser
sa serie en zp pour montrer qu’elle se factorise par (z — z).

(b) Déduire des propriétés du log qu’il suffit de montrer le théoreme
dans le cas ou f est un monome et dans le cas ou f n’a pas de
zéros dans le disque de rayon R.

Indication : remplacer f par la factorisation de la question pré-
cédente .

(¢) En supposant que f(D(0,R)) C U avec U un ouvert simplement connexe
borné qui ne contient pas de zero de f, montrer que % ffﬂ log | f(Re'0)|df =
log | f(0)|. (On pourra utiliser 'exercice 6 de la série 8)

(d) En déduire le théoreme dans le cas ou la fonction g satisfait la condition
du point précédent.

4. Soit g une fonction entiere telle qu’il existe C, s > 0 satisfaisant
Reg(z) < Clz|°.
(C’est a dire que la partie reele de g ne croit pas trop fort). Le but de lexercice
est de montrer que g est un polynome de degré au maximum [s].
(a) Calculer les coefficients de Fourier f(n) de f(0) = g(Re*) (R>0).
(b) Faire de méme pour f.
(¢) Obtenir une borne de chaque coté de 'integrale
1

_ " S 20 —inf
5 [ﬂ(CR Reg(Re*))e """ do

(d) Conclure en laissant R tendre vers I'infini.
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Série d’exercices 5

Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a : Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.
Ciobotaru@unige.ch . Les questions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont a rendre dans le
casier de votre assistant (a la section de maths) avant le vendredi 18h. Pour les physiciens qui ne
savent pas ou c’est, vous pouvez soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit

I’envoyer par mail.

1. a) Déterminer les polynomes P(z) de degré 1 orthogonaux a la fonction
f(z) =1 en utilisant le produit scalaire suivant :

(f,9) = /OOO f(z)g(z)e *dx = 0.

b) En supposant que deux polynomes f(z) et g(x) sont orthogonaux (avec le
produit scalaire précédent), trouver une relation entre leurs coefficients.
Indication : Calculer fooo zFe"dx.

2. On sait deja que > n~2 = 72/6. En 1730 environ Euler a egalement trouvé que

400
—n 90

Utiliser la formule de Parseval

> [im| =11,

n=—oo

pour le demontrer.

3. Le but de I'exercice est de déterminer la somme des n~2*. Les questions peuvent
(presque) traitées séparément, si vous n’arrivez pas une question vous pouvez
utiliser la réponse par la suite.

(a) Soit f(z) = Tan(zs+ Déterminer pour f(2) les poles et les résidus
en ces poles si Rez € [—1,1]. On a déja calculé en exercice tous les zéros
de la fonction sin(z).

(b) Montrer que [ est 2 périodique et en déduire pour f(z) tous les
poles et tous les résidus en ces poles.

(c) Soit n,k € N* et ', le rectangle passant par les sommets {—n—1/2—
in,—n—1/2+in,+n+1/2—in,+n+1/2+in}. Dessiner grossiérement
[',,. Montrer que pour z € I',, on a |2]?* > n? et |f(2)| < 3.



alculer avec le théoreme des résidus I, = z)/z"%dz , et sé-
d) Calcul le thé d ésidus [, T 2kdz , et sé
parément déduire du point précédent que lim I, = 0.
n—oo

A ce point de ’exercice, la derniére formule se réécrit comme
f(2) - —2k
Res (2:2]67 0] =-2 Z n .
n=0

(e) Montrer que f(z) = ir + 25 puis calculer Res (’;(;,;),0) en utili-

sant ’exercice 6 de la série 6 .

(f) Conclure que > 07 ;n~2F = %

Pourquoi est-ce que 'argument ne marche pas si on essaie avec 2k+1 7 On notera
qu’actuellement on ne connait méme pas le résultat si on met 3 au lieu de 2k.

. Démontrer que dans l’espace [*(Z) = {f : Z — C | Y |f(n)]? < oo}
neL

chaque suite de Cauchy converge.

Indication : Rappelons que la norme est donnée par /> |f(n)|?. Pour deviner
nez

la limite d’une suite, imaginer que ’on ne regarde que des fonction avec support

[k, k] et passer k a la limite.

. Trouver une suite de fonction qui converge dans Ly ([—, 7]) mais qui ne converge
pas simplement.

Indication : Il s’agit de trouver une suite de fonction dont I'aire tend vers 0 (par
exemple des rectangles dont la largeur diminue et dont le centre bouge) telle que
pour chaque z, on peut trouver un n aussi grand que l'on veut avec f,(z) =1
(i.e. x est au sommet du rectangle n).
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Série d’exercices 8

Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a : Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.
Ciobotaru@unige.ch . Les questions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont a rendre dans le
casier de votre assistant (4 la section de maths) avant le vendredi 18h. Pour les physiciens qui ne
savent pas ou c’est, vous pouvez soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit

Penvoyer par mail.

1. Calculer la série de cosinus de la fonction f définie sur (—3,3) avec
f(z) =1pour -1 <z <1et f(z) =0 ailleurs.

2. Trouver la solution générale du probléme de type Sturm-Liouville
suivant : 0 < z < L,

X"+XX =0
et X'(0)=0et X'(L)=0.

3. Utiliser la méthode de séparation de variables pour séparer 1’équation suivante :
tuze + xug =0,

ou u = u(z,t). (Il n’est pas nécessaire de résoudre ces équations ensuite.)

4. Est-il possible de séparer I'’equation

Upg + (T + y)uy, =07
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Série d’exercices 9

Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a : Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.
Ciobotaru@unige.ch . Les questions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont a rendre dans le
casier de votre assistant (4 la section de maths) avant le vendredi 18h. Pour les physiciens qui ne
savent pas ou c’est, vous pouvez soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit

Penvoyer par mail.

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f : R — R qui est
égale 4 1 si |z| < a et égale a 0 sinon.

2. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f(z) = e (=0 Vous

—TTw

pouvez utiliser le fait que j(w) =e¢ ’ quand g(z) = e~

3. Soit f: R — R et ’équation différentielle
u—u=f.

Exprimer la transformée de Fourier de u en fonction de la transformée de f. (On
suppose que toutes les fonctions sont dans la classe de Schwartz.)

4. Calculer la transformée de fourrier de

fla) = —
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a:
Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.Ciobotaru@unige.ch. Les questions en gras
comptent pour le bonus, et les séries sont rendre dans le casier de votre assistant
(2 la section de maths) avant le vendredi 18h. Pour les physiciens qui ne
savent pas ol c’est, vous pouvez soit demander & un collégue mathématicien
d’emmener votre série, soit I’envoyer par e-mail.

1. Soit

1
K(t7 x) = \/Tﬂe_x2/4t'

Démontrer que cette fonction vérifie I’équation de la chaleur:
o + 0 K(t,z) =0
-+ = x)=0.
or? Ot ’

2. Calculer la transformée de Fourier de K(t,z) par rapport a la
variable z.

3. Soit f une fonction continue. Montrer que

™

lim f(z)sin(nz)dx = 0.

4. Déterminer la valeur de l’'intégrale

/ Z K(t,z)d.

. _ 2 . . , <
5. Pouvez-vous trouver une autre fonction que e™™*" qui soit égale a sa trans-

formée de Fourier? (Suggestion: Chercher parmi les fonctions de la forme
P(z)e=*", ou P est un polynome.)

6. Trouver une fonction y(u) qui vérifie

/°° y(w)du 1
oo (= u)2 a2 22412

avec 0 < a < b. Les formules suivantes peuvent étre utiles:

> cos(wzx e c
/ %dm = le_bw et / e ¥ coswrdw = ——.
0 240 2b 0 x? + 2
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a : Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.
Ciobotaru@unige.ch . Les questions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont a rendre dans le
casier de votre assistant (4 la section de maths) avant le vendredi 18h. Pour les physiciens qui ne
savent pas ou c’est, vous pouvez soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit

Penvoyer par mail.

1. Résoudre I’équation

avec les conditions y(0) =0, y'(0) = 1.

—7\'"I2

2. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f(z) = e
utilisant le théoréme des résidus.

ER
o 1l4+sin“t

Indication - Ramener intervalle d’intégration & [0,27] puis obtenir une intégrale
sur le cercle.

€en

3. Calculer

4. Soient f1, fo : R — R satisfaisant fi(z) (z) = 0 si z < 0. Montrer que

/ filt fgs—tdt_/f1 )fals — t)dt

Remarque : Comme la transformée de Laplace ne s’intéresse qu’aux valeurs f(z)
pour z > 0, on peut supposer que les fonctions sont nulles pour x < 0 lorsque 1’on
fait les calculs.



Probléme 2, la serie 13, trés bonne exercise, un peu differente que le cas
nous avons traité en cours hier.
D’abbord on se rappel que

R 2 o0 2
lim e ™ dx = e ™ dr =1.
R—o0 R

— 00

La fonction e~™ est holomorphs partout, donc elle n’a aucun singularité, donc

en vue de la théoréme de Cauchy (cas particulier de la théoréme de residues
quand on n’a aucun residus) on a que le integral

/ e dz =0
c
pour toute chemin fermée C.

On va applique ca pour le contour rectangle avec une cote [—R, R] et les
autres entre les points +R + iw.

Affirmation: pour w fixé quand R tend vers infinie les integrals les deux cotes
verticales tendent vers 0. (mettre z = £R + it dans e ™ et conclure.)

Donc, dans le limit le intgeral sur le droite reelle (qui est egale a 1) est egale
a la limite de l'integrale sur le droite [—R + iw, R + iw]

Mettre z = t + iw dans la formule , verifier que

R+iw R R R ) )
/ e~ dZ:/ e—?Tt e—27rztwe7rw dt.
—R+iw —R

La limit quand R tend vers infinie est 1 (comme remarqué avant) et noter que
le facteur e™” ne depend pas de t, donc on peut le sortie. Alors

2 o0 2 .
o™ / e—ﬂ't 6—27mtwdt =1

— 00

et ca implique la conclusion.
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2 1
A= < 2! ) |
Déterminer ses vecteurs propres et valeur propres. Trouver le ON- base
correspondent. Exprimer le vecteur

- ()

dans cette base. Calculer Av dans les deux maniéres: prémiérement en
utilisant la définition de la multiplication matriciel et deuxiémement
en utilisant les valeurs propres.

1. Soit

2. Avec le produit scalaire habituel pour les fonctions sur
0,1], vérifier que fi(z) = sin(2rkx) et gi(z) = cos(2nkx), forment
une famille des fonctions orthogonaux, ou k sont entiéres.

3. Soit Af(x) = —f"(x). Vérifier que g, (z) = sin(wz) soit une fonction
propre, au sens de Ag = Ag. Calculer le valeur propre A correspondent.

4. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f(0) =
(m—0)?/4, o 0 < 0 < 2.
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a:
Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.Ciobotaru@unige.ch. Les questions
en gras comptent pour le bonus, et les séries sont rendre dans le casier
de votre assistant (& la section de maths) avant le vendredi 18h.
Pour les physiciens qui ne savent pas ou c¢’est, vous pouvez soit deman-
der & un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit ’envoyer
par e-mail.

1. Calculer la série de Fourier de la fonction 2r—périodique
donnée par
2

N

fz) =

72
5~ 4 Ppour lz| < .

\)

2. Calculer la série de Fourier de la fonction 27—périodique
donnée par

for 0<z<nm
for —71<2x<0

ro={ _

INEINH

3. Soit f : [—m, 7] — R une fonction avec série de Fourier

f(z) «~ % + Z a, cos(kx) + Z by sin(kx).

k>1 k>1

Calculer les séries de Fourier de £ (I)Jrzf (o) S (x)_; =2 Quelle est
la parité de ces fonctions?

4. Soit f(0) = |0| sur [—m, 7] . Dessiner le graph de f et démontrer que

fn) = (=1+(=1)")/mn*

sin#0et f(0) = r/2. Exprimer la série de Fourier de f(#) = |0] sur
[—7, 7] en terms de sinus et cosinus.



5. Entre les années 1650 et 1734 c’etait un probléme célébre (“le prob-
leme de Bale”) de calculer

1

ﬁ.
n=1
Trouver cette solution. Indication: mettre 8 = 0 dans les formules de

Pexercise 4.
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire
a: Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.Ciobotaru@unige.ch. Les ques-
tions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont rendre dans
le casier de votre assistant (a4 la section de maths) avant le ven-
dredi 18h. Pour les physiciens qui ne savent pas ot ¢’est, vous pouvez
soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit
I’envoyer par e-mail.

1. Soit g une fonction L-périodique et g(n) ses coefficients de
Fourier. Soit a € R et on considére h(z) = g(z + a). Exprimer
h(n) en termes de g(n).

2. Soit g une fonction continue, dérivable et L-périodique.
Vérifier que le 0 coefficient de Fourier de la derivée de g est
zero, c’est-a-dire ¢/'(0) = 0.

3. Soit f(t)=1sit e (—m,0) et f(t) =0site[0,n]. Calculer les

coefficients de Fourier (sur [—m,n]) et vérifier que la série de
Fourier n’est pas absolument convergente.

4. En utilisant le théoréme des résidus (intégrales trigonométriqués),

calculer la série de Fourier de f(x) = %. A Taide de la série
géométrique, vérifier que Cosz(—,fx) est bien égal & f(x).
k>0

5. Soient f et g deux fonctions integrable et 2m-périodiques. On con-
sidére le produit de convolution dans [—m, 7]

f*g(t)= % _ﬂ f(x)g(t — x)du.

Démontrer que fxg=g=x* f .
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a: Jeremy.Dubout@unige.ch,
Corina.Ciobotaru@unige.ch. Les questions en gras comptent pour le bonus, et les séries
sont rendre dans le casier de votre assistant (a la section de maths) avant le vendredi
18h. Pour les physiciens qui ne savent pas ol c’est, vous pouvez soit demander a un
collegue mathématicien d’emmener votre série, soit I’envoyer par e-mail.

1. Fonctions de Rademacher.
a) Pour £ =0,1,2,... dessiner les focntions

re(z) = sign(sin(2fnz)).
Démontrer que {r}},., est un systéme orthonormal dans L*([0, 1], R).
b) Démontrer que {r;},., n’est pas un systéme complet pour L*([0, 1], R).

Indication: Chaque fonction, qui est symétrique par rapport a la droite
r =1/2, est orthogonale a r, pour tout k > 1.

2. Vérifier que pour n’importe quel produit scalaire pour un espace vectoriel
sur les nombre complexes, on a

(F,9)= 3 (IF + 0> = 1F — o> +ilf +iglf —il1f —igll)

Déduire que pour deux fonctions integrables et 27-périodiques f et g on a

g | Fde =3 Jn)gon

3. Combien de termes de la série de Fourier pour la base de Haar sont neécessaires pour
approximer la fonction f(z) = z sur [0, 1] avec un erreur maximale de 0.017 Ceci n’est
pas possible avec le systéme orthogonal {sin kmx} p>1- Justifier pourquoi.

4. Le but de I'exercice est de donner un exemple de fonction continue avec série de Fourier
divergente.

a) Démontrer que le systéme {cos(kz)}i>o est orthogonal et complet dans
12((0, 7], R).

b) Calculer les coefficients de Fourier dans la base {cos(kx)},>0 pour la fonc-
tion sin(/Nz) définie sur [0, 7].

¢) Soit la fonction paire sur [0, 7] qui est donnée par

f(z) = sin(2z) +

sin(2*z) = sin(2%) >, sin(2x)
Tty +..._mz:1 .

Démontrer que f est une fonction continue et calculer ses coefficients de Fourier a; dans
la base {cos(kz)}r>o.
n

d) Soit S, (0) := > ax. Démontrer que S,,(0) ne converge pas vers f(0), pour n — 0.
k=0
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire a: Jeremy.Dubout@unige.ch,
Corina.Ciobotaru@unige.ch. Les questions en gras comptent pour le bonus, et les séries
sont rendre dans le casier de votre assistant (a la section de maths) avant le vendredi
18h. Pour les physiciens qui ne savent pas ou c’est, vous pouvez soit demander a un
collegue mathématicien d’emmener votre série, soit I’envoyer par e-mail.

1. a) On considére ’équation des ondes

2 2

0
@u(x, t) —

ou z € [0,1] et ¢t > 0. Utiliser la méthode de la séparation des variables pour
trouver des solutions a cette équation aux dérivés partielles.
b) On introduit des novelles variables v := z + \/Lgt et w:=x—

que I’équation se transforme en
82
Ovow
et que la solution générale puisse s’écrire comme U(v,w) = G(v) + F(w).

5@’&(1‘7 t) = O,

1

\/gt. Démontrer

U(v,w) = 0.

2. a) On considére une corde fixée a ses deux cotés et avec vitesse de propaga-
tion égale a C' > 0. Alors le déplacement u(z,t) de la corde satisfait ’équation
des ondes ayant les conditions aux bords

u(0,t) =0 =u(1,t)

pour tout t. En plus, on suppose la condition initiale u(z,0) = f(x), ou f est
une fonction lisse. Trouver la solution génerale de ce probléme.

b) Si f(z) = 4cos(2mz), alors quelle est la solution plus précise dans le point
a).

3. Si et ¢ sont deux fois contintment différentiables, la fonction u(z,t) = v(x + at) +
Y(x — at) est une solution de I’équation des ondes g—;u(a:,t) = a28‘9—;u(x,t). Déterminer
les fonctions v et 1) pour satisfaire les conditions (avec f et g convenables)

ou
u(0,t) =0, u(l,t) =0 pour t > 0 (conditions aux bords).

Le résultat est

(2,0) = g(x) pour 0 <z < (conditions initiales)

x+at

(f(x +at)+ f(z —at)) + % / g(s)ds.

r—at
4. La fonction u(x,t) de (0.1) est bien définie tant que [z — at,x + at] C [0,1]. Comme
faut-il prolonger les fonctions f et g en dehors de 'intervalle [0, ] pour que (0.1) soit une
solution pour z € [0,] et pour tout ¢ > 0. Discuter les conditions sur f et g afin que
u(z,t) soit deux fois continiment différentiable.

(0.1) u(z,t) = %
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire
a: Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.Ciobotaru@unige.ch. Les ques-
tions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont rendre dans
le casier de votre assistant (a4 la section de maths) avant le ven-
dredi 18h. Pour les physiciens qui ne savent pas ot ¢’est, vous pouvez
soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit
I’envoyer par e-mail.

1. Soit ]
Y
Py(r) = ————5,y > 0.

Démontrer par un calcul que

)
/ 6—27r\w\y€27rzw;tdw — Py (.l’)

—00

2. Déduire sans gros calculs que

oo
/ Py<x)672mrwdx — 6727r|w\y.

[e.9]

3. Soit f(z) = e *". Calculer f * f.

4. Soit g une fonction dans la classe de Schwartz. Si on applique la
tranformée de Fourier § & g quatre fois, quelle fonction obtiendra-t-on?
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Si vous avez des questions ou des remarques vous pouvez nous écrire
a: Jeremy.Dubout@unige.ch, Corina.Ciobotaru@unige.ch. Les ques-
tions en gras comptent pour le bonus, et les séries sont rendre dans
le casier de votre assistant (a4 la section de maths) avant le ven-
dredi 18h. Pour les physiciens qui ne savent pas ot ¢’est, vous pouvez
soit demander a un collégue mathématicien d’emmener votre série, soit
I’envoyer par e-mail.

1. Calculer la transformée Laplace de y(t) = sin(at), pour a > 0,
avec la défintion (pas le tableau).

2. Utilisant la transformée Laplace, resoudre 1’equation dif-
ferenteil ordinaire:

y// o 3y/ + 2y _ €—4t
ou y(0) =1 et y/(0) = 5.

3. Resoudre I'equation type inteégrale suivant:

t
— 3 2 -t 1—7’d ’
f(t) =3 — e / f()elmdr

c’est-a-dire, trouver f(t).



	Serie4_printemps_2015
	Serie5_printemps_2015
	Serie8_printemps_2015
	Serie9_printemps_2015
	serie10
	Serie13_printemps_2015
	Serie13-Indication-gaussian-par-residus
	series1
	series2_2015
	series3_2015
	series6
	series7_2015
	series11
	Series12_printemps_2015

